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1 问题背景

最近我阅读到了一篇文章 [1]，描述最优停止理论在研究生导师选取上的应用。文章使用了经典
麦穗问题的结论，我认为对于这个场景，有更合适的最优停止策略。
想象有以下情景：某同学在参加保研面试。面试之前他与这些老师互不了解，聊完之后他对老

师们有了自己的评价；但出乎他意料的是，每个老师在面试结束时都表达出对某同学的满意，当即
给出 offer，并要求他现场决定是否接受。某同学只有一次选择机会，offer 接受后不能再反悔拒绝，
拒绝后也不能再反悔接受。在这样的情境下，这位同学该如何在他们中选出评价最高（即最喜欢）的
一位呢？
此类问题其实是非常古老的问题，被人们研究了很多年了，策略通常为“观望-选择”，因主要研

究最佳的停止观望时间，此类问题称为最优停止问题。最优停止问题又称麦穗问题、秘书问题、博
士结婚问题等，大家应该对以下的故事有所耳闻：
在很久之前，苏格拉底的三个弟子向他请教，问他怎样才能找到自己理想的伴侣。他什么话都

没说，直接把三个弟子带到一片麦田里，让弟子们每人挑一根最大的麦穗。做这一切的前提是，不
能走回头路，也就意味着他们只有一次选择的机会。
这三个弟子呢，颇有意思，因为他们的选择大不相同。
第一个弟子刚走进去没多久，就摘了一根自以为很大的麦穗，心里不禁洋洋得意。但他越走越

发现自己做错了选择，因为后面的麦穗远大于他手里的麦穗。
第二个弟子不同于第一个弟子，他恰好相反，他一直往前走，总觉得最大的麦穗都在前面，所

以他看到比较大的麦穗早就错过了。
第三个弟子，也是三个人里比较聪明的一个了，他不慌不忙地边走边思考，然后把麦田分成了

三份，走第一段路时，他只看不摘；继续往前走时，他会将现在的麦穗与之前看到过的麦穗进行比
对。最后他挑选了一根他认为最大的麦穗。当然，他也是这三人中拿到最大麦穗的人。[2]
对于经典的麦穗问题，最受公认的最优停止时间是麦穗总数 N 的 1

e
，也即 N

e
[3]。以下我们将会

讨论这个结论的来源和我们“导师选取”问题的结论。

2 经典结论

我们将这个问题用数学语言描述：考虑一组N个独立服从 [0, 1]上均匀分布的随机变量X1, X2...XN

然后我们按编号从小到大遍历这些变量，对于每个变量，我们只能做出“保留”或者“丢弃”两种
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3 导师选取问题 2

选择，并且我们只有一次保留机会。那么应该如何制定策咯，使得我们选取到最大变量的概率最大？
我们主要关注于一种简单的策略，就是通过某种方法设定一个阈值 c，在选取过程中一旦出现

值超过阈值 c 的变量，那么立即选取。很自然地有这样一个策略：对于前 m 个变量，我们一律不选，
对于从 m+1 号开始的变量，一旦有比前面更大的变量，我们就立即选取。这种先观望，后选取的策
略，以下称为 m 策略。
现在讨论如何选取 m 的值。
对于某个特定的 m，如果最大值出现在第 i 个位置，m 策略选取到最大值的概率为

P (m, i) =

{
0 i ≤ m
m
i−1

i > m

所以如果我们使用 m 策略，成功选取到最大值的概率为

P (m) =

n∑
i=m+1

1

n
P (m, i) =

m

n

n∑
i=m+1

1

i− 1

当 n 和 m 都较大的时候，令 r = m
n
，可将上式右侧的调和级数近似为 ln( n

m
)，可得：

P (m) ≈ m

n
ln n

m

⇒ P (r) = −r ln r

求导得：

P ′(r) = −1− ln r

当 r = 1
e
时，P ′(r) = 1，P (r) 达到最大值 1

e
。

所以对于麦穗问题的 m 策略，m 的最优值就是 N
e
（取整数）。

然而，选取研究生导师和麦穗问题还有不同之处：1) 我们并不需要选到最好的导师，只是希望
选取到好的导师。2) 我们不能允许我们糟糕的选择策略使得我们没有导师！

3 导师选取问题

首先用数学语言描述“导师选取”问题：对于 N 个导师，我们有主观评价分 X1, X2, ..., XN，然
后我们希望通过某种策略选取导师。这种策略应当使选取的导师的评价分的期望尽可能高，同时也
能保证我们能够选到老师（有学上）。除此之外，在现实中，评价导师并不能使用量化的分数，而只
能通过比较，认为某导师较好。因此，我们设定虽然每位导师都有评价分 Xi，但我们选择的时候并
不能得知具体的分 Xi，而是只能得到导师评价分之间的关系。
因此我们无法使用任何动态阈值或使用不同于任何导师评价分的阈值。我们只能使用类似 m策

略的方式，为了区分，下称 t策略。t策略是指通过遍历前m个导师确定一个阈值 t = max (X1, X2, ..., Xm)

然后从第 m+1 开始，只要某导师的评价高于 t，那么立即选取该导师，如果直到第 N-1 位导师都没
有找到评价大于 t 的，那么选取最后一位导师。
我们希望选取合适的 m 使得最终我们选取的导师的评价分的期望尽量的大。
首先我们计算阈值 t 的分布函数

F (t) = Fmax(t)

= P (max(Xi) ≤ t)

=
∏

Pi(X ≤ t)

= tm
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由此可以得到阈值 t 的概率密度函数
f(t) = F ′(t)

= mtm−1

对于确定的阈值 t，有两种情况：1) 我们成功选到了心仪的导师。2) 我们只好选了最后一位导
师。
分别有概率

P2 = tN−m−1

P1 = 1− P2 = 1− tN−m−1

而这两种情况对应的评价分的期望为 E1 =
1+t
2
，E2 =

1
2

于是我们可以计算出对于确定的 m，选取导师的评价分的期望为

E(x) =

∫ 1

0

f(t)(P1E1 + P2E2) dt

=

∫ 1

0

mtm−1

[
1

2
tN−m−1 + (1− tN−m−1)(

1 + t

2
)

]
dt

=
2m+ 1

2(m+ 1)
− m

2N

当期望 E(x) 最大时，有

∂E

∂m
=

1

2(m+ 1)2
− 1

2N
= 0

解得

m =
√
N − 1

可见如果我们希望以期望为指标，那么我们的最优停止时间将是
√
N − 1。也就是从第

√
N 位

导师开始，只要出现比前面评价分高的导师，我们就立即选取。

4 讨论

我们发现，麦穗问题和“导师选取”问题的结论其实有很大不同，分别为m = N
e
和m =

√
N−1。

这里显然有一个增长速率上的差异。当 N 足够大时，按照
√
N − 1 进行的策略需要观察的元素数量

远小于按照 N
e
的策略。

这是因为选择到最大元素 Xk 要求在 [1, k− 1] 的元素中，我们选定的阈值 c 既是 [1,m] 中最大
的，也是 [1, k− 1] 中最大的，这样的情况下要求我们选定的阈值较高，才更有可能选取到最大元素。
而在按照期望为指标的策略中，我们并不需要选取最大的元素，而是期望较大就可以了，因此需要
的观望次数也较少。
现实生活中有许多可以应用最优停止理论的地方，其中有相当一部分并不完全符合经典麦穗问

题类的前提，而是与本文提出的修正情况相符合，因此本文得出的结论具有一定的现实意义。

5 结语

当然以上提出的情景和我没有任何关系，因为我在写概率论论文，没有导师给我发 offer。希望
我能够有应用这个结论的场景，因为这意味着我至少不会失学了。同时也祝愿所有同学都不失学，并
且能找到对象。
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